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Abstract
Thispapergivesacharacterizationoflocalringsinwhichsomepowerofaparameteridealisintegrallyclosed.The
resultsaresummarizedintothefollowing.
TheoremLLeiQろeaparameterideal加 α1>∂θ漉 θγ名侃localring・4withthemaxima"dealm.η～θηthe/blloω勿9three
condition;ayeequivalent`Oeachother.
(1)/lisαregularlooα1ringαη4μA(m/Q)≦1,z〃hereμ(*)denotesthenumber(ゾgenerators.
(2)Q2SintegrallyoZosε4in、4.
(3)αZSintegrally610sθゴin、4forsome編 ¢9θ7n≧1.
Whenthisisthecase,theideaα2Salsointegrallyclosed勿.4カγeveryinteger/≧1.
Theequivalencebetweenconditions(1)and(2)isdueto[G2]aswellasthelastassertion.Thepresentcontribution
istheimplication(3)⇒(2).ThusasforparameteridealsQinaNoetherianlocalring,fromtheintegralclosednessof
somepowerofQ,itfollowsthataUthepowerofQareintegrallyclosed,whichistotallyfalseforgeneralideals.
KeywordsandPhrases:Cohen・Macaulaylocalring,FLClocalring.localcohomology,integrallyclosedidea1,
multiplicity.'
1.は じ め に
以下Aは 可 換 なNoether環とす る。1を 環/1の イデア
ル とした とき,元a∈Aが1上 整 であ るとは,xが 次 の形 の
等式
κ〃十〇1κ肘 十…十6η=0
(n>0,C;∈1りを満 たす こ とをい う。 イデ アル1上 整 で
あ るよ うなAの 元x全 体 の集合 を1で 表 し,イ デ アル1
の整 閉包 と呼ぶ 。ALは 環Aの イデ アルであ って,包 含
関係1⊆1と 等 式1=1が 成 り立つ。等式1=1が 成 り立 つ
と き,イ デアル ∫は整 閉であ る とい う。従 って,任 意 の イ
デ アル1に 対 し,イ デ アル1は 整 閉で ある。整 閉 イデアル
は,解 析 的局所環論 に おいて重要 な役 割 を果 たすが,代 数
的 なNoether環論 にお いて も同様 に,重 要 な役 割 を果 たす
こ とが知 られ てい る。
本論文 の 目的 は,イ デ アル ∫につ いての いかな る条件 の
下 に,十分 大 きな一つ の幕 芦 の整閉性か らイデアル1自 身
の整 閉性 が導か れ るか,とい う問題 を解 析す るこ とにあ る。
一般 に,環 、9のイデ アル1は,そ の 十分 大 きな寡が全 て
整閉 であ った として も,イ デ アル1自 身が整閉 であ る とは
限 らない。例 えば,体k上1変 数 の罧級数環 β=k[[彦]]の
部分 環A=k[[t`,t4,'5]]とその イデアル1ニ(t=,t^),
m=(t3,〆,'5)を考 える とき,全 ての整数 η≧2に 対 し,
/'=m'='3〃Bであって,等 式P=1〃 が成 り立 つ こ とが容
易 に確か め られ るが,イ デアル ∫ 自身は整 閉では ない。実
際,t`∈1で あるが'5庄∫だか らであ る。
本 論文 の 目的は,イ デ アル1がNoether局所 環A内 の
巴系 イデアル であれば,イ デ アル ∫の あ る一つの罧 の整閉
性 か ら全 ての幕の整 閉性 が導か れ,同 時 に環Aの 正 則性 も
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従 うことを報告することにある。本稿の主結果 を述べれば,
下記の通 りである。 2.証 明の ための準備
定 理1.1.Aは 極 大 イデ ア ル田 を持 つNoether局所 環 と
し,Qを その 巴系 イデ アル とす る。この とき次 の3条 件 は
互 いに同値 で あ る。
(1)Aは 正 則局 所環 であ って,μ(m/Q)≦1で ある。但
し μ(*)は 生成 元の個数 を表 す。
(2)イデア ルQは 整閉 であ る。
(3)ある整数 η>0に 対 しイデ アルQの 馨 α が整閉 と
な る。
この とき,任意 のn>0に 対 し,罧Q"は 整 閉であ る。
定理1.1におい て,条 件(1)と(2)の同値性 と最 後 の主 張は,
[G2]に よってす でに知 られて い る所 である。 本論文 の
寄 与 は,(3)⇒(2)が成 り立つ こ と,即 ち,イ デア ルQそ の も
の では な くQの 何 か あ る一 つの罧 が整 閉 な らば,Q自 身
が整 閉 とな る とい う主 張に あ る。従 って,一 般 には成 り立
つ こ とが殆 ど期待 で きな い命題 で あ る 「イデア ル1の 一 つ
の罵 が整 閉な ら,∫の如何 な る羅 も整閉 であ る」とい う命題
が,巴 系 イデ アルに関 す る限 り正 しいの である。
定理1.1の大域的 記述 は下 記 の通 りであ る。
系1.2.Aは 必 ず し も局 所 環 で は な いNoether環で あ っ
て,1は 環 、4のイデアル とす る。等 式 μ(1)=htハ1が成 り
立つ と仮定せ よ。但 しht乃∫はイデ アル1の 高 さを表す。こ
の とき次 の条件 は 同値 で ある。
(1)イデア ル1は 整閉 であ る。
(2)等式AssAA/1=Min4、4/1が成 り立 ち,あ る整数
n>0に 対 し1'は 整 閉で あ る。
この とき,任 意のn>0に 対 し羅1ηは整閉 とな る。
この系12(2)にお いて,条 件 「ASSA、4/1=MinA、4/1」は余
分 で あろ う と著 者達 は予想 してい るが,証 明 を得 るに至 っ
てい ない。
序 文 の末尾 に,本 稿 の構成 を説 明 してお きた い。定理1.1
と系1.2の証 明 は,第3節 で与 え る。第2節 は,Ratliff-Rush
閉包,FLC環,m一 充 満 イデ アル に関す る基本 的 な結 果 な
ど,定 理1.1と系1.2の証 明に必要 な準備 にあて る。 以下,
特 に断 らない限 り,(A,m)は極 大 イデ アルmを 持つNoeth-
er局所環 と し,a=dimAと お く。e(A)=e取A)によって,
環 、4の極大 イデアルmに 関す る重 複度 を表 し,μA(*),ム
(*)に よって それ ぞれ生 成元 の個 数 と組成列 の長 さ を表
し,ht冠 に よ って イデア ル1の 高 さを表 す。
この節の 目的は,Ratliff-Rush閉包,FLC環,m一 充満 イ
デアル などの概 念 を述べ,定 理1.1と系1.2の証 明に 必要 な
準備 をす るこ とに あ る。以 下Aは 可換 なNoether環とす
る。tを環 、4上不定 元 とし,1を 環Aの イデアル とした と
き
R(1)=A[lt]≡㊥∫〃
n≧0
とお き,イ デアル ∬のRees代数 とい う。 また
G(1)=R(1)/1R(1)≧㊥P/ln+
r≧0
とお き,イ デアル1の 随伴次数 環 とい う。
∫A={lllはAの イデアル で,少 な くとも1つ の 非雰 因
子 を含む}と 定 め,各 ∫∈∫Aに対 し
1=∪(1'+1:P)
n≧0
とお き,イ デアル1のRatliff-Rush閉包 と呼ぶ。
1⊆1"+1:1'⊆jr.+2:ln+1(n>一〇)で あ るか ら,1⊆1で
あ って,十 分大 なる任 意の整数 ηに対 し等 式1=∫ η+1:In
が成 り立つ。
まず,Ratliff-Rush閉包 の基本的 な性 質 を述べ よう。次の
結 果 はよ く知 られ ていて,こ こに記録す る証明 は[M]に
拠 る。
命題2.1.1∈∫Aとす る。 この とき次の主張 が正 しい。
(1)十分 大 な る任 意 の整数 ηに対 し等 式In=(1)ηが成
り立 つ。
(2)十分 大 な る任 意の整 数nに 対 し等 式1'=∫ηが 成 り
立つ。
(3)1⊆1⊆1で ある。
(4)ノを1⊆ ノ を満たす環/1の イデアル とす ると,イ デ
アル ノ に対 し次の3条 件は互 いに同値 であ る。
(i)ノ⊆1で あ る。
(ii)十分大 な る任 意 の整数yに 対 し等式 ∫"=ノ〃が 成
り立つ。
㈹ あ る整数 η≧1に 対 し等式 ∫〃=ノrが成 り立っ。
故 に1=1で ある。また,イデ アル1がNoether局所 環(A,
m)のm一準素 イデアル であ るな らば,イ デ アル1は,1と
同 じHilbert多項式 を持 ちかつ イデアル1を 含 む,環 、4内
で最 大のm一準素 イデアル とな る。
命題2ユの証明 の鍵 は,次 の補 題 であ る。
補 題2.2.Aは必 ず しも局所環 とは限 らないNoether環と
し1はAの イデ アル とす る。この とき次 の主張が正 しい。
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(1)ある整数/≧0が 存在 して,任 意 の整 数 π≧!に対 し
等式(In+1:1)∩1`=Inが成 り立つ。
②1∈ ∫4,即 ち,イ デ アル1は 少 な くと も1つ の非雰
因子 を含 む と仮定 す る。 この と き十分 大 きな整 数 η》
0を取 ると,任 意の整数 乃>0に 対 して等式
∫η緬:ハ=∫ ηが成 り立つ。
証 明(cf,[M]).(1)G=G(1)としノ=(0):G,と お く。
む
随 伴 次 数 環0はNoether環 で あ る か ら,イ デ ア ル ノ は 環
R=G/G+上 の 有 限 生 成 次 数 加 群 と な る 。Rニh。 で あ る の
で,整 数/≧0が あ っ て 任 意 の 整 数 η≧!に 対 し ゐ ニ(0)
が 成 り 立 つ 。 整 数 η≧!と 元 κ∈ σ 麗:∫)∩ ズ を 取 り,κ 旺
1'と仮 定 せ よ 。k=max{Y∈zlκ ∈1'}と お け ば,x∈1'で あ
る がx∈ …Pで あ る か ら,/≦k<nが 成 り立 つ 。故 に,元xの
取 り方 よ り,κ ∫⊆ ∫〃+1⊆1`+2を得 る 。 即 ち κ〆 ・Gl=(0)で
あ る か ら,元 κ〆 の 環G内 で の 像 κ〆 は イ デ ア ル ノ に 含 ま
れ,κ〆 ∈ み が 成 り 立 つ 。k:≧/であ る の で,κ〆=0が 得 ら れ,
κ∈ ∫姐 が 従 う が,こ れ は 整 数 んの 定 め 方 に 反 す る 。
(2)整 数!≧0を 上 記(1)のよ う に 取 れ 。 元x∈Aは 非 零
因 子 と す る 。Artin-Reesの補 題 に よ れ ば,整 数 γ≧0が 存
在 し,任 意 のn;≧0に 対 し て 等 式
In+0∩(x)=ln(1'∩(x))
が 成 り 立 つ 。 整rを π≧max{y+1,r+/一1}が 成 り
立 つ よ う に 取 ろ う 。 す る と,η ≧ γ+1で あ る か ら
x(ln+:x)=1n+.∩(x,
=1+1-r(IT∩x,(')
=lr.+1一「(x(1':x))
⊆Xlr+1-7
が 成 り立 ち,xは 非 零 因 子 で あ る か ら,包 含 関 係1^+1:1⊆
1"+1:x⊆1'+1-rが従 う。 故 に,η ≧r+/一1で あ る か ら
In+1:1⊆1'が成 り立 ち,主 張(1)より等 式P+1:1=Pが 従
う 。即 ち,等 式In+Y.:君=Inが 任 意 の 整 数 η ≧max{r+1,
r+/一1}とy=1に 対 し 成 り 立 つ こ と が 分 る 。 乃≧1と
し,如 何 な る 整 数%≧max{y+1,γ+/一1}に 対 し て も
等 式In+/一1:Ih-1=1'が成 り立 つ と仮 定 せ よ 。 こ の と き,r
≧max{y十1,y十k-1}な ら ば
In+hI"=(1(r.+1)+U-1):IH):1=1'+1:1=1
で あ る の で,等 式1'+h:1'=Pが 任 意 の 整 数 η ≧max{γ 十
1,y+/一1}とh≧1に 対 し成 り立 つ こ と が 従 う。 □
さ て,命 題2.1に 証 明 を 与 え よ う 。
命 題2。1の 証 明(cf.[M]).(1)Y》0を,等 式1ニ
1'+':1'と補 題2.2(2)が成 り 立 つ よ う に 取 れ ば,1'⊆
In%+π:In:であ っ てIn+n:P2=1〃 で あ る の で,包 含 関 係
∫〃⊆ ∫厚が 従 い,等 式 ∫〃=(∫)〃を 得 る 。
(2)n》0を 補 題2.2(2)が成 り立 つ よ うに 取 り,整 数
i》0を 等 式 ∫"=∫融+'):∫勲が 成 り 立 つ よ う に 取 れ ば,等
式1'=1励 鋤:∫ 肋;芦 が従 う。
(3》元x∈1を 取 れ。主張(1)より,十分大 なるY》0
を取 ればx'∈(1)nニlnであ るか ら,x∈1で ある。
(4)(i)⇒(F)n》0を 主 張(1)を満 たす よ うに取れ ば,
必ずIn=(1)n⊇J'であ る。
(ii)⇒Oi朔らかであ る。
㈹ ⇒(i)n>0に 対 し等式In=ノnが成 り立てば,1胴
ノ⊆ノn=1"であ るか ら,ノ ⊆芦:In-1⊆1が従 う。[コ
定理1.1の証 明には次 の補 題 を必要 とす る。
補題2.3.η≧1で あって1∈ ∫Aと仮定 せ よ。 もし ∫ヒ 芦
な らば,等 式1=1が 成 り立つ。
証 明.1⊆1⊆/で あ って1"=1'⊇(1)rであ るか ら,命 題
2.1(4はり1⊆1が 従 う。故 に1=1で あ る。 □
(、4,m)はNoether局所環 としd=dim、9とす る。各 ガ∈
Zに 対 し
H'R(*)=limExt三(A/m',*)
ηroo
に よって,極 大 イデアルmに 関す る環 、4のZ目 の局所 コ
ホ モ ロジー 函手 を表 す。 この と き,環.4がfinitelocal
cohomology(以下FLCと 略 す)を 持 つ(又 は,環 、9は
generalizedCohen-Macaulay局所 環 であ る とも言 うが)
とは,任 意の整数 排4に 対 し加群H`m(.4)が有限生成A一
加群 で あ るこ とをい う。
極 大 イデアルmの 随伴 次数 環G(1Y)がFLC環 であれば,
環 、4もFLC環 であ る。即 ち,次 の主張 が正 しい。
命 題2.4.(A,m)はNoether局所 環 と し4=dim、4とせ
よ。
(1)環AはFLCを 持 ち,depthA>0と す る。 この と
き,e(A)=1な らば,環.9は 正 則局所環 で ある。
(2)([G1])G=G(m),M=G+とす る。 もしも,洋 げ
な る任 意の整数 ガに対 し局所 コホモロ ジー加 群
H島(G)=limExtら(G/M',G)
η 曽・oo
が有 限生成G一 加群 ならば,環 、4はFLC環 であ る。
証 明.(1)環Aのm一 進完備 化 を通 して,環 、9は完備局 所
環 で あ る と仮 定 して よい。環 、4はFLCを 持 ちかつdepth
、4>0なの で等 式Ass、4=Assh、4が成 り立 ち,[N,Theo・
rem40.6]によ り環Aが 正則局所環 であ ることが従 う。
(2)[G1,Proposition(3.1)]を見 よ。 □
次 にm一充満 イデアルにつ いて述べ よ う。Noether局所 環
(A,m)のイデアル1がm一 充満 であ る とは,あ る元x∈m
が存在 して等式ml:κ=1が 成 り立つ こ とをい う。m一充 満
イデアルの概念 は,D.Reesに負 う。
m一充満 イデアル につ いては,次 の主張が正 しい。
(9)
明治大学理工学部研究報告¥0.30(2004)
命題2.5.1は環 且 の イデアル とす る。
(1)([G2])#(A/m)=OQと仮 定せ よ。 イデアル1が 整
閉 な らば,等 式1=而 が成 り立 つか又は1はm一 充満
であ る。
(2)イデアル/はm一 充満 で あ る とす る。ノは環 、9のイ
デアル で ∫⊆ノ が成 り立つ と仮 定せ よ。 この とき も し
もム(ノ/1)〈∞ な ら,μA(1)≧μハ(ノ)であ る。
(3)イデアル1はm一 充満 であ って環 、4//はArtinGor-
enstein局所 環 で あ る と仮 定せ よ。 この とき μ(m/1)
S1が 成 り立 つ。
証 明.(1)[G2,Theorem2.4]を見 よ。
(2)元x∈mを 等式ml:x=1が 成 り立つ よ うに と り,完
全 列
0→[m∫:x]/mI→ノ/m∫ム ノ/ml→ノ/[m∫+aノ]→0
を考 える と,仮 定 に よ りム(ノ/m7)<∞であ るか ら,等 式GA
(1/ml)=ムσ/[m1+が])が 従 う。故 に,
μ(!)=ム(1/ml)
=e、(ノ/ml+が])≧4・σ/mノ)=μω
であ る。
(3)元x∈mをml:x=1を 満 たす よ うに取 る。す る と
1:m=(m∫:x):1Y=(ml:m):x⊇1:aであ るか ら,等
式1:m=1:xが 従 う。故 に,完 全 列
0→[1:m]/1→A/1あA/1→ 、4/[1十(x)]→0
が得 られ,等 式GA(、9/[1+(a)])二為([1:m]/1)従う。環
A/1はGorensteinであ るの で 島([1:m]/1)ニ1とな り,
等式m=1+(x)が 得 られて,評 価 μ(m/1)≦1が従 う。
□
3.定 理1.1の 証 明
定'理1.1の証明 を与 えよ う。
定理1.1の証 明.以 下(A,m)はNoether局所環 と し,k=
A/m,d=dimAと お き,
∫A={ICIはAの イデ アルで,少 な くとも1つ の非零 因
子 を含 む}
と定め る。 「(3)⇒(2)⇒(1>⇒最:後の主張 」の順 に定理1.1を証
明 した い。d>0と して よいで あろ う。環 且[X]Ml川(x
はA上 の不定 元)を 通 して,環Aの 剰余体kは 無限体 で
あ る と仮定 す るこ とが で きる。
(3)⇒(2)まずdepthA>0の ときを論 じよ う。極 大 イデア
ルmの 極 小 なreductionqを取 る。即 ち,qは 環Aの 巴系 イ
デアル であ って,任 意 のk》0に 対 し等式m配=qm6が
成 り立 つ。 故に,極 大 イデ アルmのRees環R(in)は,イデ
アルqのRees環π(q)の拡大 環 であ って,R(q)一加群 と し
て有 限生成 であ る。従 って,埋 め込 みR(Q)⊆R(m)が導来
す る射
ψ:R(q)/mπ(q)→R(m)/m7ヒ(m)
も有 限射 であ る。F=R(q)/mπ(C),G=R(m)/mlに(m)
とお く。す る と,よ く知 られて いる ように,'環Pは 体k上d
変数 の多項 式環 であ って環Gの 次元 はdで あ るか ら,有
限射 ψ は単 射で あ る。また,仮 定 に よ り,イ デアルQ"は 整
閉 であるか ら,命 題2.5(1はりQ〃はm一充満 であ る。故に,
命題2.5(2>より,包 含関係Q〃 ⊆m"から評価
μ(mり ≦μ(n`一(d+n-1d-1)一μ(・り
が従 う。故 に,k一代数 の単射Q:P→Gは 環Fと 環(;の
r次 斉 次成 分Pr,=qr./mバとG。=m〃/mη+1の間 のk一同型 を
引 き起 こ し,等 式1バ=Qn+1Tln+が従 い,等 式m'=バ が得 ら
れ る。さて,depth、4>0であ るか らA∈∫Aであ るこ とに注
意すれば,命 題2。1(4)より十分大 なる任 意のk》0に 対
し等 式me=ぺが成 り立 ち,k一代 数 の単射 ψ:F→Gは 環
Pと 環GのE次 斉次成分 の間 のk一同型 を引 き起 こす。よっ
て,等 式
島(the/me+i)一ム(繭 ・り 一(d+P-ld-1)
が十分大 なる任 意 の整数/》0に 対 して成 り立 ち,重 複度
の定義 に よ ワ,等式e(A)ニe叙A)=1が 得 られ る。一 方で,
C=Cokerψとおけ ば,十 分 大 な る任 意 の整 数/に 対 して
C!=(0)で あるか らdim々C〈Ooであ って,環Fが 体k上
d一変数 の多項式環 で あるこ とよ り,次 数P一 加 群の 完全 列
0→F→G→C→0
か ら,任 意 の整数 洋0,dに 対 してH鼠G)=(0)が 成 り
立つ こ とが従 う。但 しM=G.で あ る。 故 に,随 伴 次数 環
G=G(m)の次数 極 大 イデ アルMに 関 す る局 所 コホ モ ロ
ジー加群H訊G)(∫ ≠a)は 有限生 成で あ り,命 題2.4(2)よ
り環AはFLCを 持 つ。上 に示 した よ うにe(A)ニ1で あ
ったので,環 、4は正 則局所環 で ある。
次 に一般 の場合 を考 えよ う。W=H叙A)と お き,B=A/
レVと定め る。w⊆,町 であ って イデ アルQηが整 閉で あ
るの で,環bの 巴系 イデ アルQBの 票Q〃β も環B内 で
整 閉 とな る。depthB>0であ るか ら,上 に示 した ように,
局所 環 β は正 則 であ る。w=(0)を 示 そ う。W⊆ 而 で
あ るか ら,W⊆Q〃 ニQ"であ る。k>0を 整数 とし,W⊆Q'
が成 り立つ と仮 定せ よ。Q=(a,の,…,ad)と 表 す。 元
u∈wを 任 意に取 り
u=ΣC。a`
1α1=e
(C。∈A)と 書 く。 促 し,ベ ク トル α=(α 、,α,,…,ad)(0
≦ αご∈Z)に 対 し,αα=αflαダ12…認4と し,1αト Σ α∫と す る 。
ごコヒ
さて,環B内 での像 を*で 表 す こ とにす ると,
(10)
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であ る。故 に,巴 系a,,石,…,adは 正則局 所環B内 では
必ず 正 則列 を成 す か ら,1α1=1なる任 意 のベ ク トル α=
(α、,α2,…,ad)に対 しCa∈Qβ が成 り立 つ こ とが従 う。
即 ちCa∈Q十Wで あ るか ら,u∈(Q+W)Q`=Q用 十
WQeと な る。 よ っ て,Wニ(Q'+1十WQつ ∩W=
(Qe+:∩w;+〃Q'とな っ て,中 山 の 補 題 よ りW=
Q銅W∩Q州 であ るこ とが従 う。故 に,w⊆ ∩Q'=(0)
'>0
とな り,局 所 環 、4は正 則 であ る。
さて仮定 に よ りQ〃=Q"で あ るか ら,補 題2.3より等式
QニQが 成 り立 ち,Qは 環A内 の正則列 で生成 され るか ら
Qニ ∪(Qη+':Qη)=Q
r≧0
が成 り立 ち,等 式Q=Qが 従 う。
(2)⇒(1)環A/QはArtinGorenstein局所 環 であ るので,
命題2.5(3)よりμA(m/Q)51とな る。
条件(1)から最 後の主 張が従 うこ とは[G2]に 負 う事 実
であ るが,読 者 の便宜 のため,拡 大Rees代数 を用 い る簡単
な証 明 を記録 してお きたい2。4≧2と して よいで あろ う。
仮定 に よ りμ(m/Q)≦1で あ るか ら,正 則局所 環 、4の正
則 巴系a,,…,asをとってQ=(a,,…,ad-1,as)(9>0)
と表 す こ とが で きる。
s=π(Q)[t-1]=A[碗,…,as-it,岨',t-1]
(ここでtは 環 、4上の不 定元 であ る)と お き,イ デ アルQ
の拡大Rees代数 と呼 ぶ。π=t-1とす ると,次 数 、4一代数 の
同型G(Q)=S/usが 得 られ る。a,,…,α4-1,adは環A
内で正 則列 をなすの で,
G(Q)=(/1/Q)[α1',…,αd_1',α9']
(但し,莱 は環G内 での像 を表す)で あ って,元a,t,…,
α嗣',α窪 は環G(Q)内 でA/Q上 代 数的 に独 立 とな る。故
に,随 伴 次数環G(Q)はA/Q上d変 数 の 多項 式環 で あっ
て,Cohen-Macaulayであ る。元z`∈Sは 次数 一1の 斉次 元
で あるか ら,環5もCohen-Macaulayとな る。
」Pを環Sの 高 さ1の 素 イデアル とせ よ。Fが 元uを 含 む
なら,G(Q)が環 、4/Q上の 多項式環 であ るので,等 式
1)ニ(m,%)S=(a,,α2,…,砺,u)S
が得 られ る。a;二碗 ・u(1≦:2≦:a-1)であ るか ら,F=
(ad,u)S・な・・幽m・u)sで あ ・てu一 諾 で あ・
か ら,等式FSF=免5pが 成 り立 ち,局所環Stは 離散的付
値 環 であ る。π庄Pな らば,局 所 環sは,-環A上 のLaur-
ent多項 式環Aレ,t-1]の局所環 と して現 れ る。環 、4が正
則 であ るか ら,環AD,t一]も 正則 であ り,局 所環SPは 離
散 的付 値環 であ る。即 ち,環sはSerreの2条 件(S2)と
(R,を 満 た し,整 閉整域 であるこ とが従 う。 故に,イ デ
アルQの 全 ての 罵は整閉 であ る。 □
系1.2の証明 を述べ よ う。
系1.2の証 明.(1)⇒(2)の証 明 お よ び最 後 の 主 張 は,[G2,
Theorem(1.1)]を見 よ。(2)⇒(1)を示 す。1≠1と 仮定 し,
P∈ASSA7/∬を取れば,P∈ASSA、4/1=MinA、4/1であ る。
故 に,仮 定htA∫=μA(1)より,イ デアル 〃1pは局所 環 、4Pの
巴系イデ アルであ るこ とが従 う。一 方で,
(〃1P)n=∫ηノ1Pニ1"AP=1π、4P=(五4P)η
であ るか ら,定 理1.1より局所環 、4Pは正則 であ って,等 式
五4p=五4p=姐pが従 うが,不 可能 であ る。 □
注意3,1.詳細は読者 に委ね るが,定 理1.1の証 明中 で実 際
に示 されて い るこ とは,下 記の命題 であ る。
定理3.2.(A,m)はNoether局所環 でQは 環の.4の 巴系
イデアル と仮 定せ よ。 あるn>0に 対 し羅Qηがm一充
満 な らば,環 、4は正 則局 所環 であ って μ(m/Q)s1と な
る。
定理3.3.(A,m)はNoether局所環 と しQ=dimA>0で
あ る と仮定 せ よ。この とき次の3条 件 は互 いに同値 であ る。
(D環 、4/H監(、4)は正 則局所環 であ る。
(ii)ある整 数 η>0に 対 し等式 μA(m')=(n+d-ld-1)が成 り
立 つ。
Gig,十分 大 な る任意 の整 数 η》0に 対 し等 式 μ(mり=
(n+d-1d-1)が成 り立つ。
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